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Agrip [ doktorsritgerd héfundar [7] og tengdri grein [8] er sett fram reiknirit, sem varpar verkefnum
vardandi smidi Lyapunov-falla i verkefni i linulegri bestun. Slikt verkefni i linulegri bestun hefur pann
eiginleika, ad ut fra sérhverri gjaldgengri lausn pess ma stika samfellt linulegt fall & k6flum, sem er
strangt Lyapunov-fall fyrir hreyfikerfid sem notad var vio Gtleidslu pess. Reikniritid er fyrsta almenna
reikniritid til smidi Lyapunov-falla fyrir 6linuleg kerfi. | pessari grein fjéllum vid um hreyfikerfi og
Lyapunov-foll, reikniritid, sannanir & pvi ad avallt sé haegt ad nota pad til pess ad smida Lyapunov-
fall [1] og gefum nokkur deemi um Lyapunov-foll fyrir élinuleg kerfi stikud med hjalp reikniritsins. |
vidauka i lok greinarinnar er svo farid nokkud nakveemar i staerdfraedina sem ad baki liggur og stuttar
sannanir & megin nidurstddum greinarinnar eru gefnar.

Hreyfikerfi, jafnvaegispunktar SG hugmynd Lyapunovs aé Utvikka skil-
og Lyapunov-foll greiningu orkunnar til ad rannsaka stodugleika
jafnveegispunkta hreyfikerfa hefur reynst gjéful og
) ) ) er almennt &litin notadrygsta adferdin vid slikar
Adalvidfangsefni  steerd- og  verkfreedilegrarannseknir. Slikar rannsoknir hafa mikid hagnytt
styrifreedi eru jafnveegispunktar hreyfikerfa oggiidi og eru eitt helsta vidfangsefni styrifraedi.
addrattarmengi  peirra. Vid rannsoknir  slikraTi| dzemis eru vélar hreyfikerfi og hafa nser un-
punkta eru freedi kennd vid russneska steerdyantekningarlaust einhvern akvedinn aetladan vin-
og verkfreedinginn Alexander M. Lyapunov nypunkt eda eitthvert akvedid eetlad vinnuferli i
almennt alitin skila notadrygstu adferdunum.astandsrami sinu. Ef astand vélarinnar er ekki i
Grundvallarhugmynd  Lyapunov-freedanna er Sthagrenni pessa punkts eda ferlis er vodinn vis.
ad varpa spurningum vardandi stédugleika jafnapnnashvort vinnur vélin ekki pa vinnu sem hun
veegispunkta yfir i spurningar vardandi ftilvists a5 framkvaema eda hun eydileggst vegna pess
svokallads Lyapunov-falls fyrir kerfid. (Strangt) g5 han er ekki byggd til ad pola pad astand sem
Lyapunov-fall er hin steerdfreedilega Gtvikkun edl-nyn er i. Af pessu leidir ad vinnupunktur hrey-
isfreedihugtaksinerka og er samfellt raungilt fall  fikerfisins verdur ad vera stodugur jafnvaegispunk-
af astandsbreytum kerfisins, sem hefur nakveemgr (skilgreint sidar), pvi annars geetu minnstu tru-
lega eitt laggildi og er (stranglega) minnkandifianir 4 astandi pess orsakad miklar truflanir sidar.
a serhverri braut hreyfikerfisins. | pessari greinsay visindi ad byggja vélar & pann hatt ad vin-
munum vid fialla um stréng Lyapunov-foll fyrir nypunktur peirra sé stodugur jafnveegispunktur eru
timadhad samfelld hreyfikerfi, sem heegt er ad lysgisfangsefni verkfraedilegrar styrifreedi. Par sem ad
med venjulegum afleidujdfnuhneppuin = f(x).  flestum mikilveegum hreyfikerfum er heegt ad lysa

Fyrir slikt kerfi er tilvist strangs Lyapunov-falls meg venjulegum afleidujéfnuhneppum er paad tilfel-
jafngilt tilvist adfellustodugs jafnvaegispunkts. Pag; ghugaverdast.

ad tilvist strangs Lyapunov-falls sé nzegjanlegt | 4tum

skilyroi sannadi Lyapunov sjalfur i doktorsritgerd % = £(x) @
sinni 1892 (ensk pyding i [5]). bad ad tilvist sliks ’

falls sé naudsynlegt skilyrdi, svokalladar andhververa timadhad venjulegt afleidujéfnuhneppi, par
fusetningar, var uppgétvad mun sidar eda um midjaem voérpunirf : U/ — R™ er tvisvar samfellt deil-
sidust 6ld [6, 9, 10] og sannanirnar voru hreinadanleg vérpun & sveedirld C R", og pannig ad
tilvistarsannanir, an nokkurs moéguleika & pvi ad(a) = 0 fyrir einhvern punkta € U/. bad adf sé
nota peer til pess ad leida Ut almenna formulu fyrisamfellt deildanleg vorpun & tryggir ad (1) hafi
Lyapunov-foll. Otvireett akvardada lausn— ¢(t, &) fyrir sérhvert
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upphafsgildi¢(0,£) = € € U og aff(a) = 0 |V, ¢ > 0, sem innihalda hnitamidjuna. Par
leidir ad ¢(t,a) := a er lausn (1) med upphaf- med er hnitamidjan adfellustédugur jafnveegispunk-
skilyrdio a, p.e. a er jafnveegispunktukerfisins. tur afleidujofnuhneppisins (1) 0B er hlutmengi
bar sem (1) er 6h&d hlidrun ma allt eins gera rddddrattarmengisin® a. Naegjanlegt skilyrdi til ad
fyrir pvi ad a = 0 og munum vid gera pad i pvi t — V(o(t, £)) sé stranglega fallandi er ad

sem 4 eftir kemur. Hnitamidjan er nefndstddugur

jafnveegispunktukerfisins, p.p.a.a. kerfid sé 6neemt DV (g(t, £)) = limsup

fyrir (littum) truflunum i nagrenni hnitamidjunnar. s—0+
A mali steerdfreedinnar pydir bad ad fyrir serhvert  V(¢(t,€) + sf((1,.§)) — V((1.8) _
e>0ertild>0,p.a. s

1€ll2 <6 = ||p(t,€)]2 < e fyrirdll ¢ > 0. fyrir 6ll ¢(t,&) € V. Ef V er sammfellt deildanlegt

S ) - _fall pa einfaldast petta skilyrdi enn meir, pvi
Stddugleiki hnitamidjunar eda eitthvert alika ski-

lyrdi er lagmarkskrafa pess ad hann komi til greina, + d
sem vinnupunktur ef (1) er lysing hreyfifreedi véIa?Dt V(g(t.£)) dt V(g £)
eda taekis. Yfirleitt er ad auki a.m k. aetlast til pess ad YV (o(t,€))- <jb(t, £)
hnitamidjan sé addrattarpunktur og ad mengi peirra _ )
punkta sem dragast ad addrattarpunktiray := = VV(@(t8) - £t 8) <0,
{¢ € U|limsup,_, . |¢(t, €)|l2 = 0} sé grennd og par med naegir ad syna &V (x) - f(x) < 0
hnitamidjunar. I pessu tilfelli er hnitamidjan nefnd fyrir 6ll x € V' \ {0} til pess ad skilyrdinyL2) sé
adfellustddug. Oft og tidum er pad einnig aeskifullneaegt. betta er ndkveemlega asteedan fyrir pvi ad
legt ad hnitamidjan sé ekki einungis adfellustédugl.yapunov-féll eru svo gagnleg. Pad er heegt ad sy-
heldur einnig ad pessi eiginleiki sé hardger gagna fram a skilyréin(L1) og (L2) an pess ad pekkja
nvart minnihattar villum i likanagerdinni i peim lausn afleidujéfnuhneppisins (1). Vart parf ad taka
skilningi, ad hnitamidjan sé adfellustodugur punk<fram ad lausninp er almennt ekki pekkt og i peim
tur fyrir oll kerfi x = f(x), par sem|[f(x) — undantekningartilfellum sem han er pekkt er litil
f(x)|l2 < ellx||2 fyrir eitthvert négu litide >  porf & Lyapunov-falli til ad rannsaka stédugleika
0. Veldisvisisstodugleiki hnitamidjunar tryggir pes-jafnvaegispunkta.
sa hardgerd. Hnitamidjan heitieldisvisisstéougur
jafnveegispunktufiyrir (1), p.p.a.a. til séu fastan, >  Tilvist Lyapunov-falla
1 oga > 0 pannig ad Eins &dur var minnst & var uppgdtvad um mid-
ot ja sidustu 6ld ad af stodugleika jafnvaegispunk-
ot &)ll2 < me™*"[|€]]2 ts leidi tilvist Lyapunov-falls fyrir hreyfikerfid.
fyrir 6ll t > 0 og oll ¢ i einhverri grennd hnita- Steerdfreedisetningar pvi ad lGtandi eru nefndar and-
midjunnar. hverfusetningar i hreyfikerfafreedum og munum vid
Strangt Lyapunov-fall fyrir kerfid (1) er samfellt fjialla um hina hefdbundnu utleidslu andhvefuset-
fall V : V — R, par sem C U er opin grennd Ninganna i pessum hluta greinarinnar. Fyrir pad sem
hnitamidjunar, sem uppfyllir eftirtalin skilyrdi: a eftir kemur er paegilegt ad takna mengi stranglega
) vaxandi 6endanlega oft deildanlegra fala, —
(L1) V(0)=00gV(x) > 0fyrir6ll x € V\{0}.  R_, sem eru ndll i nulli medC og mengi stran-
(L2) Fyrir serhvert{ € Verfallidt — V(o(t,£))  glega minnkandi 6endanlega oft deildanlegra falla
stranglega fallandi & skilgreiningarmengi sinu. R-o — Rs( sem hafa markgildi® nall i 6endan-
legu medL.
Andhverfusetningin fyrir adfellustéduga hnita-

Skilyrdid (L1) tryggir ad hnitamidjan sé eina
laggildi Lyapunov-fallsins og af skilyrdinyL2)

leidir ad midju byggir & lemmu Massera, sem segir ad fyrir
sérhvert fallo € £ og fasta\ > 0 sé til fally € KC,
Jim V(@(t,€)) = 0,09 par med p.a.y €K,
. B oo
ti}gloo ¢(t,€) =0, / (o (7)) dr < 400
0

fyrir 6ll € € Ry, par semRy er sammengi all-
ra pjappadra samhengispatta formyndal! ([0, c]) o9

—+oo
p : A
! An stranglegaer V venjulegt Lyapunov-fall. /o Y(o(r))e T dr < +oo.
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Sonnunin a pvi ad fyrir hreyfikerfid (1) sé til gildir, p.p.a.a. 6ll eigingildi fylkisins sem skilgreinir
Lyapunov-fall skilgreint &3, := {x € R"]||x||2 < kerfid hafi stranglega neikvaeda raunhluta.

r} ef hnitamidjan er adfellustddugur jafnveegis- Mikilveegi linulega tilfellisins fellst i pvi aé
punktur ogB, C Rax byggir i gréfum drattum & hnitamidjan er veldisvisisstodugur jafnvaegispunk-
pvi ad gera sér fyrst grein fyrir pvi ad i pessu tilfellitur fyrir (1), p.p.a.a. 6l eigingildi Jacobi-fylki€
erutil foll o € L ogy € K, p.a. fyrir lausninap &  ndll hafi stranglega neikvaedan raunhluta og (4)

(1) gildi 6jafnan er Lyapunov-fall fyrir kerfid, par seml er Jacobi-
fylkid i nalli, & einhverri grennd hnitamidjunar.
162, &)z < ¥ (/l€]l2)o(2) Takmorkun pessa Lyapunov-falls er su, ad pad er
fyrir 6l ¢ € B, og 6llt > 0. Sidan er synt ad i raun vidfedma Lyapunov-fall linugerda kerfisins

e og uppfyllir skilyréio (L2) fyrir afleidujéfnuhnep-
o pid (1) einungis i peirri grennd um hnitamidjuna par
Vig) = /0 V(lé(r &)ll2) dr @ sem linulega nalgunin er négu g4d. Afleiding pessa
er ad ut fra pessu Lyapunov-falli er i faestum tilfel-
lum unnt ad fa nokkud skynsamlegt mat 4 steerd ao-
A= sup |VE(x)]|2, v, v €K, drattarmengisin® i 0g gefur par med ekkert skyn-
x€Br samlegt mat a pad hversu mikla truflun kerfid polir.

sé Lyapunov-fall fyrir kerfid, par sem

400 i gegnum tidina hefur verid stungid upp &
/ y(W(r)o (7)) dr < +o0 fiolmérgum adferdum til smidi Lyapunov-falla.
0 Nékveemar adferdir byggja t.d. & pvi ad reyna ad
9 oo smida fallv : R” — R™ pannig adv(x) - f(x) < 0
/ F((r)o(T))erdr < +oo. 0g d;v; = O;v;, pvi paer
0
Ef hnitamidjan er veldisvisisstodugur jafn- V(x) = /xv . ds
vaegispunkur hreyfikerfisins (1) er haegt ad syna 0

fram & téluvert meira, nefninlega ad til sé Lypaunov-

. . ) heeft Lyapunov-fall, eda a pvi ad hreyfikerfid
fall af ferningsgerd fyrir kerfid. bad ad Lya unov-nOt. ) yap L ; :
fall V sé afgfgrning?égeré bydir ad i Syéup fastarhaf' einhverja skynsamlega skilgreinda edlisfraedile-
a.b,c>0,p.a ga orku. Tolulegar adferdir byggjast yfirleitt & ein-

hverjum (stréngum) skilyréum, t.d. & pvi ad fallid

al|x|2 < V(x) < blx|2 og f sé linulegt & k6flum og/eda pvi (oftast i einhverju

) vel féldu skrefi) ad eitthvert ferli gangi upp, &n pess

VV(x) - £(x) < —clx]2. ad fyrir pvi sé nokkur sérstok astaeda. i [7, 8] eru

Petta mé& sanna med pvi ad nota nidurstodurnar APtalningar asamt stuttum skyringum a nokkrum
ofan, eda beint med pvi ad skoda fallid aoferdum sem stungid hefur verio upp a.

Smidi Lyapunov-falla med linulegri bestun

I pessum hluta munum vid fjalla um reiknirit héfun-
i o T o dar til smidi Lyapunov-falla og hvernig haegt er ad
| hinu mlkllvaegg sertiifell aé_ (1) sé linulegt, p.e. o, andhverfusetningarnar Ur sidasta hluta til pess
adf(x) = Axfyrir n x n—fylki A, erhegtad nota 5 sanna ag reikniritid sé traust i pbeim skilningi,
for.muluna(3) ul bgss ","6 setja fram nothzefa formulléa med pvi muni alltaf takast ad reikna Ut einfal-
fyrir Lyapunov-falli. Han er da formulu fyrir Lyapunov-falli, svo framarlega ad
+00 - slikt fall sé yfir hofud til. Reikniritid notar linulega
V(x) =x" (/ eAta )Td7> x (4 pestun og vid byrjum & pvi ad gera henni stutt skil.
0 Verkefni i linulegri bestun er safn linulegra
og fylkid f0+°° e(A+AT)T 4 méa reikna Gt & skil- skorda (constraints) asamt linulegu felli. Vlerkefnid
virkan hatt sem hina 6tvireedu stranglega jakveetfellst i pvi ad lagmarka fellid & menginu sem skil-

“+o0
V(x) = / lo(r I3 dr. @)

akvednu laustP fylkjajofnunar greint er af linulegu skordunum. Pad eru nokkrar
- jafngildar leidir vio ad setja fram verkefni i linulegri
PA+A"P=—I, () pestun. Ein af peim er
par sem/l er einingarfylkid af viddn. Pad skal tek- lagmarkax > ¢7x, 6)

id fram ad fyrir linulegt kerfi er adfellustdduglei-
ki jafngildur veldisvisisstodugleika og hvort tveggja m.t.t. skordannaC’x < b, x > 0,
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par semr, s > 0 eru heilar télurC € R5*" er fyl-  mjog 16ng. Sénnun a pvi ad alltaf sé haegt ad sti-
ki, b € R®* ogc € R" eru vigrar ogx < y pydir ka Lyapunov-fall med linulega bestunarverkefninu
x; < g, fyrir 6ll i. Fellid x — c”x er kallad kost- ef hnitamidjan er adfellustédugur jafnveegispunktur
nadarfall linulega verkefnisins og skilyroffix < b og Utleidsla formulu fyrir batun sem leidir til tryg-
ogx > 0 eru saman kalladar skordurnar. Gjaldgengyrar tilvistar gjaldgengrar lausnar linulega bestu-
lausn linlega bestunarverkefnisins er vigue R”  narverkefnisins ef hnitamidjan er adfellustddug er
sem uppfyllir skordurnar, p.ey > 0 og Cy < ennpd lengri. Hér latum vid naegja ad stikla &
b. Fjolmorg reiknirit eru pekkt til ad leysa linu- storu vardandi pessi atridi en visum ad 6dru leiti
leg bestunarverkefni, t.d. hid pekkta hyrnurit [12]til vidaukans, par sem pvi sama eru gerd nokkud
eda innri punkta reiknirit [11]. Vid rannséknir sinar nakveemari skil, og til [1, 2, 7, 8] fyrir nakveemar
hefur héfundur adallega notad hyrnuritid i GLPKsannanir.
3.2.2 frd Andrew Makhorin sem hefur m.a. pann Ljdst eetti ad vera ad litil vandkveedi eru 4 ad
kost ad vera 6keypis og pvi fylgir g6d handbokuatfaera skilyrdid (L1) sem linulega skordu, van-
(http://ww.gnu.org/software/glpk/glpk.html). damalid er ad Gtfeera skilyrdi@.2). i gréfum dréat-
I doktorsritgerd hofundar [7] og tengdri greintum er (L2) tryggt med pvi ad krefjast peass &
[8] er sett fram reiknirit, sem varpar verkefnumsérhverrin-hyrnu bdtunarinnar ad
vardandi smidi Lyapunov-falla i verkefni i linule- 2
gri bestun. Slikt verkefni i linulegri bestun hefur Iz = VVae - £00) + Enl|VVadl - (7)
pann eiginleika, ad ut fra sérhverri gjaldgengri laustyrir alla hornpunktax n-hyrnunnar, par seriv vy
pess ma stika samfellt linulegt fall & koflum, semer stigull Lyapunov-fallsind” & n-hyrnunni’H og
er Lyapunov-fall fyrir hreyfikerfi® sem notad var Ex er fasti sem tryggir ad
vid Utleidslu pess. Ekki er porf fyrir kostnadar- 9
fall linulega bestunarverkefnisins par sem ut fra ~lyllz = Vi £(y)
sérhverri gjaldgengri lausn ma stika Lyapunov-fallfyrir 6ll y € H, ef (7) er uppfyllt fyrir alla horn-
en mogulegt er ad nota kostnadarfallid til ad veljgpunkta. Pad ad i (1) sé tvisvar samfellt deildanlegt
Lyapunov-fall med einhverja sérstaka eiginleika . fall er notad vié Gtleidslu formualu fyrir fastanf’,.
Hugmyndin ad baki pessari adferd er st ad fyrst  SOnnun hofundar a pvi ad alltaf sé haegt
er skilgreiningarmengi Lyapunov-fallsins sem reik-ad akvaréa Lyapunpov-fall at fra linulega bestu-
na & Ut batad niduri-hyrnur p.a. pad naegi ad gefanarverkefninu ef hnitamidjan er adfellustodugur
upp fallgildi i hornpunktumn-hyrnanna til pess ad jafnvaegispunktur byggist a pvi ad velja nogu
skilgreina 6tvireett samfellt linulegt fall & koflum. smamdskva hyrnubdtun i addrattarmengi hnita-
Sidan er linulegt bestunarverkefni notad til pess afidjunar, setja sidan gildi Lyapunov-fallsins (2) inn
reikna Ut Lyapunov-fallid med pvi ad reikna falls- i skordurnar og syna svo fram a ad allar 6jéfnur séu
gildi pess i hornpunktunum. bad ad Ut fra Gttakuppfylltar. Petta sannar ad mengi gjaldgengra lausna
reikniritsins megi alltaf stika Lyapunov-fall er svo verkefnisins er ekki tomt og par sem til eru reiknirit
haegt ad sanna med pvi ad syna fram & ad linuléem finna gjaldgenga lausn ef slik lausn er til er pet-
ga bestunarverkefni® hafi gjaldgenga lausn ef menga sénnun a pvi ad alltaf sé heegt ad stika Lyapunov-
Lyapunov-falla fyrir kerfid er ekki tomt. fall Gt fra uttaki reikniritsins. Athuga ber ad gildi
par sem Lyapuonv-fallid er skilgreint at fra Lyapunov-fallsins i (2) eru ekki pekkt heldur byg-
fallsgildum i hornapunktum-hyrnanna og 4 ad ve- dja einungis a tilvistarsetningu. Pad sama er uppi a
ra linulegt & koflum er naudsynlegt og naggjan|egleningnum ef hnitamidjan er veldisvisisstédug, ne-
ad snidmengi sérhverra tveggjehyrna sé-hyrna, mahvag, ad i pvi tilfelli er haegt ad nota Lyapunov-
k < n, skilgreind af sameiginlegum hornpunktumfallid i (3) og leida ut nakvaema formulu fyrir hyr-

n-hyrnanna. bessu markmidi er n4d med pvi ad baubutuninni.
ta[0, 1™ i n! n-hyrnur af gerdinni | bAdum sénnununum verdur ad skera Ut ein-

hverja grenndD hnitamidjunar ar skilgreiningar-
S :={x €0, 1}"]%(1) < Za@) < ... <Tam)}, Mengi Lyapunov-fallsins. Grenndin ma vera eins
litil og vera vill og getur petta pvi ekki talist stor
par sema: hleypur yfir 6l stok uppstokkunargrip- galli. Ef hnitamidjan er veldisvisisstédug er hvort
pu {1,2,...,n}. Med hlidrunum, speglunum og ed er avallt mogulegt ad reikna Gt (Iitid) undirmat
skdlun & pessari butun ma sidan bdta allt skilR 4 Ray um hnitamidjuna med linugeringu (1) og
greiningarmengid & samsvarandi hatt eftir porfum. med pvi ad latd> c R tapast engar upplysingar. Ef
Nakveem framsetning skorda og sdnnun pessnitamidjan er einungis adfellustédug er petta steer-
ad gjaldgeng lausn peirra stiki Lyapunov-fall erri galli, pvi engin almenn adferd gefur undirmat a
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Mynd 1. A ofan er graf Lyapunov-falls fyrir verkefni 15 g
(8), stikad ut fra lausn vidkomandi bestunarverkefnis, og
ad nedan er undirm& at. 15 41 05 0 05 1 15

X
Mynd 2. Ad ofan er graf Lyapunov-falls fyrir verkefni
5 (9), stikad ut fra lausn viokomandi bestunarverkefnis, og

Rat- | pessu tilfelli tryggir stikada Lyapunov-falli a3 nedan er undirma@ aq.

ad

lim sup [p(t,€)[l2 < b
fyrir sammengi allraR.., p.a.R.. := V-1([0, ] )UD Annad daemid er stikad Lyapunov-fall,
sé pjappad V, ogb > 0 ma velja fyrir fram og eins vive . [-1.686,1.686]2 — R,

litid og vera vill. Taka skal fram ad hingad til hefur
hoéfundi alltaf tekist ad stika Lyapunov-fall i grennd fyrir (1), par sem
hnitamidjunar ef han er veldisvisisstddug.

_ Y
Daemi um stikud Lyapunov-foll og lokaord f(z,y) = (—;v + 323 — y> ’ ©)

I lok pessarar greinar er videigandi ad syna nokkur,

deemi um notkun linulega bestunarverkefnisins vig* Mynd 2 eru syndar samskonar myndir fyrir petta

stikun Lyapunov-falla. Fyrsta deemid er Lyapunov-fall 09 erua mynd 1. o )
fall A mynd 3 eru sému upplysingar og & mynd 1 og

vLive . [-1.056,1.056)2 — R mynd 2 fyrir stikad Lyapunov-fall,

stikad Ut fra lausn linulega bestunarverkefnisins y/Lya . ([—23.967, 23.968]2\]R2>0)

fyrir (1), par sem U[O’ 1.647)2 — R

B —y
f(z,y) = (x —y(l— 22+ 0.13:4)) ) fyrir (1), par sem

A mynd 1 er graf stikada Lyapunov-fallsins —2z + 2y
teiknad ad ofan og ad nedan er samanburdur & f(z,y) = <_y+xy>- (10)
undirmatiR a; samkveemt stikada Lyapunov-fallinu
(steerra mengid) og venjulega fernings Lyapunovipessu tilfelli er ekki haegt ad nota (stért) ferningsla-
fallinu V(x) = x” Px (sporbaugurinn), par seid  ga skilgreiningarmengi pvi kerfid hefur annan jafn-
er lausn jofnunnar (5). veegispunkt (sédulpunkt)(i, 2).
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Til marks um notagildi peirra adferda sem
hér hafa veri® kynntar visum vid & nokkrar
athugasemdir i fagtimaritum og bdkum. Pannig ri-
tar hinn pekkti pyska steerdfreedingur Wolfgang
Walter i bok sinni [14] um venjulegar deildarjéfnur:
.Determining, or at least estimating, the domain
of attraction is a problem of great practical im-
portance.“og, There is no general recipe for con-
structing Lyapunov functions. In specific cases one
may rely on experience and examples; some imag-
ination is also helpful.“Paer nidurstddur sem hér
hefur verid fjallad um eettu ad reynast notadrjugar
i styrifreedi og 66rum steerd-, raunvisinda- og verk-
freedigreinum par sem venjulegar deildarjéfnur og
stoédugleikar jafnveegispunkta koma mikid vid sdgu.

Adrir eru enn svartsynni, Hassan K. Khalil ri-
tar 1992 um andhverfusetningarnar i [4}iost of
these converse theorems are proved by actually con-
structing auxiliary functions that satisfy the condi-
tions of the respective theorems. Unfortunately, al-
most always this construction assumes the knowl-
edge of the solutions of the differential equation.
Therefore, these theorems do not help in the prac-
tical search for an auxiliary function. The mere
knowledge that a function exists is, however, better
than nothing. At least we know that our search is not
sl P ; ; ; i hopeless."

-20 -15 -10 5 0 8

A heimasidu hoéfundar http://www.traffic.uni-
Mynd 3. Ad ofan er graf Lyapunov -falls fyrir verkefni duisburg.dethafstein er C++ kodi til ad stika-vid
(10), stikad ut fra lausn viskomandi bestunarverkefnis, og yapunov-foll og teikna stikud tvivid Lyapunov-
ad nedan er undirma a. foll. beir sem hafa ahuga & ad reikna Gt Lyapunov-
foll fyrir dnnur kerfi en i deemunum hér eru hvattir
til pess. bad er mogulegt ad alheefa paer nidurstédur
Sidasta deemid er stikad Lyapunov-fall, sem hér voru kynntar fyrir timahadar venjulegar
viva . [-1,1]"\] - 0.133,0.133[" — R, df—:ildarjf'jf_nur og timahéé Lyapunov—f?ll og er pad
eitt af visindalegum vidfangsefnum hoéfundar.
fyrir (1), par sem

_(pr)Q — ﬁ sented, of which every feasible solution parameter-
izes a Lyapunov-function for the autonomous dy-
I pessu deemi er hnitamidjan einungis adfelnamical systemx = f(x) in question. The only
lustédugur jafnveegispunktur og ekki veldisvisisrestriction is that the functiofi should be of class
stédugur eins og i deemunum & undan. Pad er pvi ek2. Further, a constructive converse Lyapunov the-
ki haegt ad nota jofnu (5) til ad reikna Ut stadbundidorem based on the linear programming problem is
Lyapunov-fall. A mynd 4 er graf stikada Lyapunov- discussed. The theorem is proved by shoving that
fallsins teiknad. I midjunni & nedri myndinni er if the origin is an asymptotically stable equilibrium
ferningurinn pad svaedi par sem Lyapunov-fallidpoint, then it is possible to assign values to the
er ekki skilgreint, minna svaedid sem umlykur fer-constants and variables of the linear programming
ninginn er pad addrattarmengi sem Lyapunov-falligoroblem, such that the constraints of the linear pro-
tryggir og steersta sveedid & myndinni er undirmaggramming problem are fulfilled. Several examples
Lyapunov-fallsins & mengi peirra punkta sem draef Lyapunov-functions parameterized by the linear
gast ad addrattarmenginu. programming problem are given.

23y —1) Summary: A linear programming problem is pre-
£(z,y) :=< ; . ay B el oot 0
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Vidauki

Hér verdur farid nokkud nakveemara i steerdfraedina a bakvid nidurstddur pessarar greinar. Fyrir fullan skil-
ning a steerdfreedinni er po meaelt med lestri [1, 2, 7, 8] par sem pvi sama eru gerd mun betri skil. Fyrst
skilgreinum vid hyrnubitun &™ og fallamengi sammfelldra linlegra falla & k6fludPWA (continuous
piecewise affine) & pessari batun. Linulega bestunarverk&®iff, d, y, || - ||) til smidi Lyapunov-falls

fyrir afleidujofnuhneppid (1) er sett fram og Utdrattur & sénnun & pvi ad gjaldgeng lausn linulega bestu-
narverkefnisins stikCPWA Lyapuov-fall fyrir (1). Ad lokum gefum vié einfaldada sénnun a pvi ad ef hni-
tamidjan er adfellustddugur jafnveegispunktur (1), pa er heegt ad gefa féstum og bieRtidfmi, y, || - ||)

télugildi p.a. skordur verkefnisins séu uppfylltar. Pad sidara er haegt ad nota til ad hanna einfold reiknirit
sem tryggja pad ad avallt sé haegt stika Lyapunov-fall med linulega bestunarverkefninu [2].

Fallamengid CPWA

Latum N > 0 vera heila tdlu od = yo < y1 < ... < yy verarauntdlur. Pa er augljéslega til nakveemlega
eitt samfellt fall P : [0, N] — [0, yn] b.a. einskordurP & sérhvert bili,i + 1], = 0,1,...,N — 1,

er linuleg, og pannig a® (i) = y; fyrir 6ll ¢ = 0,1,..., N. Vio skilgreinum fallioPS : [-N, N|" —
[—yn~,yn]|™ med formdlinni

PS(x) := Z sign(x;)P(|z;|)e;,

par seme; tdknari-ta einingarvektorinn R™ ogsign(x) er1 ef z > 0 og annars-1. Vid taknum med
Sym,, uppstokkunargripp{il, 2, ...,n} og skilgreinum fyrir sérhver# € Sym,, hyrnuna

Se :={y €R" 0 < Y1) < Yoz) < -+ < Yo(n) < 1}

Ad lokum taknum vid medB({1,2,...,n}) veldismengi{1,2,...,n} og skilgreinum fyrir sérhveryy
PB{1,2,...,n}) falid R : R» — R™ med

n

RY(x) =) (-1)*7 e,

=1
par semy, : {1,2,...,n} — {0,1} er kennifall (characteristic function) mengisigs Samfellt fall
G : [-yn,yn]" — Rerstak ICPWA[PS [N, N]"|, p.p.a.a. einskordun pe&dpgr7 (54 5,)) @ Mengid

PS(R7(z + S,)) sé linuleg fyrir sérhvert7 € PB({1,2,...,n}), sérhverts € Sym,, og sérhvertz ¢
{0,1,...,N —1}". i kafla 4 i [7] er sannad ad

CPWA[PS, [—N, N]n] — R(2N+1)n7 G — (az)ze{—N,—N-&-l,..A,N}"a

par semu, = G(PS(z)) fyrir6ll z € {—N,—N + 1,..., N}", sé einsm6tun vigurrima. Af pessu leidir
ao fall i CPWA[PS [N, N|"] er skynsamlega skilgreint og Otviraett dkvardad af gildum sinum a strjla
menginu{nyv —YN-1,---5,Y0, Y15 - 7yN}n'

Linulega bestunarverkefnidLP(f,d,y, || - ||)

Litum & kerfid (1). La&tumN > 0 vera heiltdlu og0 = yo < y1 < ... < yn vera rauntdlur p.a.
[—yn,yn]" C U. Vid skilgreinumPS : R® — R™ med hjalp fastanngo, y1, - .., yn €ins og ad ofan
og latumd vera heiltdlu0 < d < N. Vid latum || - || vera eitthvert norm &™. Linulega bestunarverkefnio
LP(f,d,y,| - |) er nd smidad & eftirfarandi hatt:

i) Vid skilgreinum mengin
XI= {lx)l | x € {yo, 91, yn}"}

0g
g = {_yN7_nylw"ayO?ylw'wyN}n \ {_yd717_yd727'"7y07yla"'ayd71}"~
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i) Fyrir sérhverto € Sym,, og sérhvert = 1,2,...,n + 1 skilgreinum vid vigurinn

n
o .__ .
X, = E eU(J).
J=i

iii) Vid skilgreinum mengid
Z:=[{0,1,...,N—=1}"\{0,1,...,d - 1}"] x B({1,2,...,n}).
iv) Fyrir sérhvert(z, 7) € Z skilgreinum vid vigurinn
yoi" = PSR (z +x7))

fyrir sérhverto € Sym,, og sérhvert = 1,2,...,n+ 1.
v) Vid skilgreinum mengi allra nagrannapunkgasem

Y=y 5D (@) € Zogk € {1,2,... n}}.

vi) Fyrir sérhvert(z,J) € Z og sérhvertr,s = 1,2,...,n latum vid B%7) vera rauntolufasta b.a.
Ojafnan
0% f;
Bﬁi’y) >  max sup J X '
121’2"“7nxePS(R~7(z+]0,1[")) 8:8,0%

sé uppfylit.
vii) Fyrir sérhvert(z, 7) € Z, sérhvertk,i = 1,2,...,n og sérhvert € Sym,, skilgreinum vid

z,J z,J z,J
AZT) = ey - (y&7) —y 2T

viii) Vid latume > 0 ogd > 0 vera einhverja rauntdlufasta.
Breytur linulega bestunarverkefnisins eru:
W[z, fyriroll z e X1
[[z], fyriroll z e xI,
Vix], fyrirdll x € G,
Cl{x,y}], fyriroll {x,y} € ).
Skordur linulega bestunarverkefnisins eru:

LC1) Latumzy,xs,...,zx vera stokt 'l i vaxandi réd. ba eru skordurnar
\I/[‘Tl} = F[$1] = O,
ET2 S \I’[Jfg},
exg < Ixg)

og fyrir sérhverti = 2,3,..., K — 1:
Y[zi] = Wlzia] _ Plzig] - Wz

Ti— Ti-1 - Tiv1 — T
og
Plag] = Vlwia] _ Tl — Ul
Ti — Xj-1 Ti41 — X5
LC2) Fyrir sérhvertx € G:
P[] < VIx].
Efd = 0 setjum vid
V(o] = 0.

Efd > 1 pa setjum vid fyrir sérhvest € G N {—ya, —Ya—1,- Y0, Y1+ -, Ya}™
Vx]<¥[ min [y[] -4
YN

I¥llec=y
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LC3) Fyrir sérhvert{x,y} € V:

—CHxy} - [x =¥l < VIX] = VIy] < Cl{x, ¥} - Ix = ¥lleo-

LC4) Fyrir sérhvert(z, J) € Z, sérhverts € Sym,, og sérhvert =1,2,...,n+ 1:

wm”nzij

z z,J z,J z,J - z,J z,J
4= Z B( J)A( ) A( )+A( ) Zc[{y;j )7y( )H
j=1

Vi1V, e
(2,7) (z,T) fa(])(yaz )
eo() " Yor; = Yoi31)

o,r,1 0,8,% o,j+1
r,s=1

Tolugildi fastanna > 0 ogé > 0 hafa ekki ahrif & pad hvort linulega bestunarverkefnid hefur gjald-
genga lausn eda ekki. Ef til er gjaldgeng lausn fyrir einhver t6lugildi= ¢/ > 0 ogé := ¢ > 0,
pa er til lausn fyrir 6ll télugildie := ¢* > 0 ogd := §* > 0. Til ad sja petta er nég ad margfalda
oll t6élugildi breytanna i gjaldgengu lausninni meéx{c*/<’,0*/§’}. bPad er engin porf fyrir kostnadar-
fall linulega bestunarverkefnisins til smidi Lyapunov-fallsins, en pad er heaegt ad nota pad til pess ad taka
akvedin Lyapunov-foll fram yfir dnnur.

Gerum nu rad fyrir pvi ad vid pekkjum einhverja gjaldgenga lausn linulega bestunarverkefnisins. ba
getum vid notad gildi breytanna i gjaldgengu lausninni til pess ad skilgreina féltin: [0, +oo[ — R og
VEive : [—yn,yn]" — R & eftirfarandi hatt:

Latum sem fyrrzy, zo, . . ., i vera stokX'!I'll i vaxandi r68 og skilgreinum linuféll & kéflum med
v €T - xX;
D(y) o= Wy + Lzl =Vl
Tiv1 — Ty
0g
I xX; -T XT;
2 (y) = Tl + Ll =T

Ti+1 —
fyrir 6l y € [z;,z;41] 0g 6l = 1,2,..., K — 1. Fallgildi ) og~ &)z k, +oo[ skipta litlu mali, en til ad
hafa all rétt skilgreint setjum vid
\IJ[IK} — \I/[IK_l]

V() 1= Vg + = — K

(y —rx-1)

og
F[J:K] — F[IK_l]

TK —TK-1

Y(y) = Llrr_1] + (y — K1)

fyrir 6ll y > xx. Fallid VELve € CPWA[PS [N, N|"] er skilgreint med pvi ad setja
Vive(x) .= Vx|

fyrir 8ll x € G.
Ppad er ekki erfitt ad sja ad &fC1 leidir ad+ and~ eru stranglega vaxandi kupt (convex) foll og ad af
LC2 leidir ad
U(lxl) < Ve (x)

fyrir 6ll x € [—yn, yn]"\] — va, ya[". Par med er synt fram & ad fallidLv® uppfyllir skilyrsid (L1) &
[y, yn]"\] — ya, yal"-

Vid snium okkur nu ad pvi ad syna fram a@dve uppfylli skilyréié (L2) &[—yn, yn]"\ ] — va, ya["-
Til pess veljum vid eitthverk € [—yn, yn]|"\] — ya,va[" af handahc')fi pa eru til, e.t.v. fleiri en eitt,
(z,J) € Zogo € Sym,, p.a.x er i hyrnunniH sem spénnud er e}f = ‘7), yffzzj),. ,yf,zn@l betta pyair
ao til eru fastan\;, Ao, ..., A,11 @ bilinu 0, 1] p.a.

n+1 n+1

X = Z )\lyf,zlj) og Z A=1.
i=1 i=1
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Af pvi ad einskorduni/ £¥@ & hyrnuna{ er linuleg er til vigurw € R™ og fastia € R p.a. Vv (y) =
w -y + a fyrir 6l y i hyrnunniH og afLC3 leidir ad

d V[yz(jz j)] V[yz(rz \—7&-)1} z,7) z,7)
Iwl = |3 T eo0|| < ZO ey
1€y Vo, — You11) .

i [7, 8] er sannad ad

n+1 n+1 "
If G Z” W oo < ZA S BED AED (AET) . ABD)

r,s=1

SVo

n+1 n+1
~S ol e (1 - Sne)
i=1

n+1 n+1

<2 Aw - )+ w60 = 3 AR
n+1 n (z.7) (z,.7)
< Z \, V[yaj } V[yg j+1] f (y(z j))
< i| . N (z,J) (zJ)) o) Vo
i=1€() Voji  ~Yojt1

4+ = Z B(ZJ AgZTZ) A(zj)JrAfyzst) ZC{ (ZJ)’y((TZ_/i)l}]>

r,s=1
og af pessari 6j6fnu og skordununc4 leidir ad

n+1
,J
(|Ix]f) = ZAFHyM N> w-£(x).

par med er ljost a® “v* uppfyliir skilyrio
lim sup VEive(p(t, €) + sf((t,€))) — VEV(9(L, £))

s—0+4 S

< —(llo(t, &)1,

al-yn,yn]™\] — va,val", p-e.(L2), og V L¥e er Lyapunov-fall & pessu mengi.

Soénnun a uppbyggjandi andhverfusetningu

Af setningu 24 i kafla 5.7 i [13] leidir, ad ef hnitamidjan er adfellustddugur jafnveegispunktur kerfisins (1)
oga > 0 er einhver fasti p.a—a, a|™ er hlutmengi addrattarsvaedisif, pa eru til félla, 8 ogw Gr
menginukC og tvisvar samfellt deildanlegt faW : [—a, a]™ — R, p.a.

a(|[x[)) < W(x) < B(lx[) og VW(x)-f(x) < —w([x])

fyrir 6ll x €] — a,a[™. Ad auki ma gera rad fyrir pvi &n skerdingar & vidgildi @®dg w séu kapt foll.
Vi@ eetlum ad syna ad mogulegt er ad stlkBWA Lyapuov-fall fyrir (1) & mengind—a, a]™ \ N, par sem
N er einhver fyrirfram gefin grennd hnitamidjunar sem ma vera eins litil og vera vill. Vid sénnum pessa
stadreynd med pvi ad velja > 0 og vigury p.a.[—d,d]* c N ogLP(f,d,y,| - ||) hefur gjaldgenga
lausn.

Til pessa setjum vid

*

* . a(xmin)
min *7

min ||x|| og ¢ :=

lIx]lcc=a

og latumm* vera minnstu natttrulegu télurja 0) p.a.
[~

a a

s gl € {x € R"|A(Ix]) < 6} .
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Vid setjum
1 ow
¥ = min w* = —w(z®), e:=min{w*, a(z™)}, C:= max
i Jw() (Whae) O e | 5200
og akordum fastd® p.a.
& fi
B> .
T aki=12,..n | Oz, 01 <X)’
x€[—a,a]™
Vid setjum
[If(x)]]2 O*W n3BC
A* = .Bﬂ< = . —_— C* =
i e L ke 2

xe[_;(,)a]n xEl—a,a]m

x:

og latumm > m™* vera minnstu heilu téluna p.a.

z*A*B*)? 4+ 4a*w*C* — z* A* B*
<

a
om = 20 (12)

0g setjum

A8 lokum setjum vidy := a2-™(0,1,...,2™)T og
B=7) .= B, fyriréll (z,7) € Zogéllr,s =1,2,...,n.

par med er buid ad uthluta 6llum fostum linulega bestunarverkefnisins tolugildi og ef okkur tekst ad Uthluta
6llum breytum verkefnisins tolugildi p.a. skordurnatl, LC2, LC3 ogLC4 séu allar uppfylltar fyrir pessi
gildi a féstunum og breytunum, pa héfum vid sannad uppbyggjandi andhverfusetningu. bessi stadreynd er
bein afleiding pess ad til eru reiknirit sem avallt finna gjalgenga lausn svo framarlega ad slik lausn sé til.
Vid Uthlutum na breytunum eftirfarandi gildi og sénnum svo ad skordubi@, LC2, LC3 og LC4 séu
allar uppfylitar fyrir pessi gildi.

Vid setjum¥[z] := a(x) og T[z] := w*z fyrir 6l z € X'l og V[x] := W(x) fyrir 6ll x € G og
Cl{x,y}] := C fyrir 6ll {x,y} € Y. Med pessi gildi & breytunum er audvelt ad sja ad skorour@ar
0g LC2 eru uppfylitar og ad.C3 leidir beint af medalgildissetningunni (mean value theorem). Vid sndum
okkur pvi beint ad skordunuiC4 sem eru fléknasta tilvikio.

Vid veljum (z, J) € Z ogo € Sym,, af handahdfi. Til ad syna ad skorob@4 sé uppfyllt purfum vid
ad sanna ad

z,J z,J
vy - vy

z,J zJ
Mlly& N> = foy ) (13)
Jj= 1 €0(j) - ( 0,7 - cr,j+1)
z z,J (z,J z,7) (z,T (z,T
+§ Z B7("S7j)A£7,r,i)(Aasz)+Az(7'sl)Z [{ya,j )7 o',_7+)1}]
r,s=1 j=1

Med peim tdlugildunum sem vid héfum Uthlutad fostum og breytil(f,d,y, | - ||) er éjafnan (13)
uppfyllt ef
(ZJ)] W[ (ZJ)]

(z J) yO’j Yo J+1
”y ” > Z z,J)  (2,J)

fU(])(yaz )+h2C*
i= 1e‘7(J) (ya,J G‘,j+1)
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13

par semh := 27", NU leidir pad af medalgildissetningunni og af pvia@c) > 2w*x fyrir 6ll z > z* ad

m Wiy - wiy®)

,j+1 (Z J) 2 vk
(z.0) _ (z7J fcr(j)( ) + h°C
j=1€c(j) (yU,J ,J+1)

n (z,7) (z,J)
:Z Wiy, ;' = Wlys 31l ow (v (zJ) Foo (zj))
e ( Z.,7) (Z j) 8€ o‘ ya'l
()" yO’J yO’j+1) G)

+ YWy t(y5D) + e

" (W[yng)] Wiyl aw
1

=1

Jj= €o(4) (yo,j ~Yo,j+1 9
z,J *
w(lly&7|) + r2C
< B*hA*Hyfff)II 2w* [y %7 || + h2C.

svo ef

— |y 2 AT By
pa er ¢jafnan (13) uppfyllt. En pad ad pessi sidasta 6jafna er uppfyllt er afleiding

o
Iy 7|

— 20|y | + n207,

G'l

0> hA*B* —w* +h26—* > hA*B* — w* + h?
xT

sem leidir beint af (12). Par med er sénnununni lokid.
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